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Einleitung. 


Es ist eine bemerkenswerte Thatsache der höheren Ana- 
lysis, dass es partielle Differentialgleichungen giebt, deren sämmt- 
liche Lösungen notwendig analytische Funktionen sind, d.h. sich 
durch Potenzreihen, die nach den unabhängigen Veränderlichen 
fortschreiten, darstellen lassen. Das am längsten bekannte und 
zugleich das wichtigste Beispiel dieser Art ist die Potentialglei- 
chung 

Zi (0, 

a ou ou F 
wo zur Abkürzung Ju = EA gesetzt ist. In neuerer Zeit 
hat man dieselbe Eigenschaft auch von den Integralen der linea- 
ren partiellen Differentialgleichung 


ou ou 
Iu= al, tr b(x, y) Enz y)u, 


wo a(2,y), b(x,y),c(x,y) Potenzreihen in x und y sind, nachgewie- 
sen, ebenso von den Integralen der Gleichung 


Mur e*!). 


Diese Gleichung wird auf die lineare Gleichung zurückgeführt ; 
die Methode ist der Verallgemeinerung, etwa auf Ju = e*+e“, 
nicht fähig. | 

Die lineare Gleichung ist in jüngster Zeit von Sommer- 
feld?) und Hilbert?) behandelt worden. Die Methode dieser 


1) Hedrick, Inaugural-Dissertation; Göttingen 1901. 

2) A. Sommerfeld, Randwertaufgabe für partielle Differentialgleichungen, 
Math. Encyclopädie. Bd. II, 4. 

3) D. Hilbert, Vorlesung über lineare partielle Differentialgl. S. 8.1901. 
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Autoren stützt sich auf eine Integraldarstellung der Lösungen 
der linearen Gleichung, die durch eine Verallgemeinerung der 
Greenschen Sätze ermöglicht wird. Die Umkehrung des Cauchy- 
schen Satzes äus der Funktionentheorie von zwei komplexen Ver- 
änderlichen liefert dann das gewünschte Resultat. Der Beweis 
läuft genau parallel dem entsprechenden Beweise für die Poten- 
tialgleichung; er kann nicht über das Gebiet der linearen Glei- 
chungen hinaus erweitert werden, da dann die Greenschen Sätze 
der Verallgemeinerung nicht mehr fähig sind. 

Eine ganz andere Methode, den analytischen Charakter der 
Integrale der linearen partiellen Differentialgleichung nachzuwei- 
sen, hat Picard!) gegeben. Picard benutzt zur Lösung der Glei- 
chung ein Näherungsverfahren, das er von H. A. Schwarz über- 
nommen, aber wesentlich erweitert hat. Im Folgenden werden 
wir es als das Schwarz-Picard’sche Verfahren bezeichnen. Die Nähe- 
rungsgleichungen sind von der Form Ju, =0 und Ivy, = f; (&,Y), 
(= 2,3,4,....), wo die f,(x,y) Potenzreihen in x und y sind; v— 
u+v,+v,+v,+-:- ist die Lösung der linearen Gleichung. Picard 
verwandelt die Lösungen der einzelnen Näherungsgleichungen in 
trigonometrische Reihen und bildet dann die trigonometrische Reihe 
für v. Aus der Form dieser trigonometrischen Reihe lässt sich 
erkennen, dass « eine analytische Funktion in x und y ist. 

Es bietet sich nun die Frage, ob auch allgemeinere Gleichun- 
gen des elliptischen Typus, wie Zu —= F(u), Ju = Een nn u,%, v) 
nur analytischer Lösungen fähig sind. Diese Frage soll hier ein- 
gehend behandelt werden; ihre Lösung findet sie durch Verallge- 
meinerung der Picard’schen Methoden. Den elliptischen Gleichun- 
gen sollen alsdann die Gleichungen vom hyperbolischen Typus, 

ON ou ou om 
wie Do sin u, eh ern 
den im Charakter ihrer Integrale gegenübergestellt werden. Zu- 
gleich finden einige wichtige Probleme aus der Flächentheorie ihre 
Erledigung. 


U, %, v), als grundverschie- 


1) E. Picard, Sur la determination des integrales de certaines &quations 
par leurs valeurs le long d’un contour ferme, Journal de l’Ecole Polytechnique 
1890. 


Kapitel. . Ueber die Darstellung der analytischen Funk- 
tionen von zwei reellen Veränderlichen durch trigonome- 
trische Reihen. 


&1. Sätze von Harnack. 


Wie bereits angedeutet wurde, sollen unsere Beweise sich 
hauptsächlich auf trigonometrische Reihen gründen. Wir haben 
uns daher an erster Stelle mit der Form der trigonometrischen 
Reihen zu befassen, in welche eine analytische Funktion von & 
und y durch Einführung von Polarkoordinaten x = rcosg, y = 
r sin p übergeht. 

Es sei eine beliebige Potenzreihe von zwei Veränderlichen 


(1) GO YE 0 R ray Haayi-r 
vorgelegt. In diese Reihe haben wir 
© = 70060, = rsing 


einzuführen und sie nach den Cosinus und Sinus der Vielfachen 
von p zu ordnen. Fassen wir das allgemeine Glied 


ET Ya ed .r" cos” p.sin""@ 


m n—ım m,n—m 


ins Auge. Es ist 
cos"psin”"p — PiN.cosnp-+pi,.. cos n—2)y+:-- 
+ ».sinnp+g,.. mn 2)p+:::, 
wo die p und g reine Zahlen bedeuten, und |p|<1, |g| <1 ist. 
Dies ist leicht einzusehen. Wir haben nämlich 
m m 


cos”"p — gi |eosmp+ (N) cos m) 9-+(?) cos(m—4)p-+: | 


ferner für n-m = 0 (2) 
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ri 
und für n-m = 1(2) 
Sins Ce Isin (n—m) 9— w sin(n—m—2)p-+:- | 


In diesen drei Relationen sind die Factoren des Cosinus und Sinus 
der Vielfachen von g absolut genommen sämmtlich kleiner als 1. 
[Für m=2 gleich 1]. Bildet man jetzt das Produkt cos” sin””p, 
so sieht man leicht, dass alle 9» und g absolut genommen kleiner 
als 1 sind. 

‘ Entwickeln wir nun formal aus der Potenzreihe die trigono- 
metrische Reihe 


a,(r) +20) cosnp +b,(r)sinng, 


so wird 
(2) a, = In: Dr Kay On+2,0 Be! yon On+4,0 Ba 3 halle 
FED oe re 
ar An-2.2 ne “r On, ir = Ou+2,. . De 
ee ao ee NN 
nn ARE era er Fa 
Ten Tr Dee 0. M 


Wir haben zu zeigen, dass diese Reihe convergiert; ausserdem ist 
eine obere Grenze für 


A, (r) = | An | 2: | Q,+2,n | 7 1 | Oy+s4n | & v.. ar Fe. 
aufzusuchen, wenn 
(2') q, (r) 5a LER . 4 7 On+3,n ” Da ae Gran ; v3 uk ver 
gesetzt wird. Bilde ich für die Reihe (1) die Summe der absolu- 
ten Glieder, so weiss ich, dass 
alt |+| Ya,’ |+la,@y|l+la,y°|+ nn 
ist, wo g eine endliche positive Grösse bezeichnet. Ist c eine po- 
sitive Grösse, die den Bedingungen 
c>|2|, e>|y|l; >.’+y 


genügt, so gilt für die Coefficienten a die Ungleichung 


mn m 


9. 
| mn | < 9 cc” 
Führen wir diese oberen Grenzen in den Ausdruck für A,(r) ein, 
so kommt 


.n<s.[r()+er9() Heral)" +] 


C 


1.) <m(?)" 1+(1 +)E) +14) +] 


unddar<c ist 
A,(r) <ggn 2); 
wo g' eine endliche positive Zahl ist. Da nun 


SA, +B, < 299 &n(2) 


n=Ll 


endlich ist, so ist unsere trigonometrische Reihe 


Q, + De, cos np +b, sinn 


unbedingt convergent. Berücksichtisen wir die unter (2) und (2') 
erhaltene Form von a, (die von b, ist natürlich genau dieselbe), 
so ergiebt sich folgender Satz: 

„Eine jede analytische Funktion der beiden reel- 
len Veränderlichen & und y lässt sich durch Einfüh- 
rung von Polarcoordinaten =rcosgpg, y=rsingpin 
eine convergente trigonometrische Reihe von der 
Form 


a,+ >> a,c0osnp-+b,sinngp, 
nl 


+2 +4 

0,= (dr rn Fan, + a 0 4er, 
+2 n+4 

b, Fi Dt ar + Dez -». y 


verwandeln, wo die.a,, db, Constanten sind.“ 

Es liegt nun sehr daran, diesen Satz umzukehren. Ich be- 
haupte: 

„Jede convergente trigonometrische Reihe von 
der Form 


a+ Da,cosnp-+b, sinn, 
n=l 


wo 


B= 


+4 
(,,n .r + Arm? v2 a Aurn 7" 2% 2} 
+4 
= b,. Are RR Er Erb... ic +» > 3 


Pi 


10 


convergente Potenzreihenin r sind, stellt eine ana- 
lytische Funktionin x und ydar, wenn rcosg= u, 
r.E1n’o Mel. 

Der Beweis bietet keine Schwierigkeit. a,(r), b,(r) seien für 
r = R noch unbedingt convergent. Aus 


| On | ke R" in | O+2,n | RK Tr Er 7% A, (R), 
| dr | > RB" AB | Da | I Hr ae = B, (R) 


folgt dann: 
n n n ‚A, 
1 lan. = nr, . 
9,,.B, 9,,.B, 
KR a Bu Ka Sr Se ach Werne.) 


wo die n und ® positive Zahlen zwischen O0 und 1 sind. Nun ist 


r" cosnp = ee 
‚"sinng = Kar )kail eh 
also 
(3) a+D>a,cosnp+b,sinng 
nl 
ey: A 2 
u, Be Mo (+: | ) +) 


Hy (Ri RE} 5) | 
+28 R Y+( R YI-I mat me: ( R: \F m R:? a 
nl 


zHiy” (2 —iy\" Pi: 
rer 
Wir haben eine Reihe vor uns, von der jedes Glied eine Po- 
tenzreihe in x und y darstellt. Die einzelnen Potenzreihen con- 


vergieren unbedingt, wenn |x| < = ly| nn ist. Es fragt sich 
nun, ob man eine solche Reihe in eine einzige Potenzreihe ver- 
wandeln kann. Für die Möglichkeit einer solchen Umwandlung 


giebt es zwei Kriterien: 
1. „Die Reihe 


Wh) Hy) + 


kann in eine einzige Potenzreihe zusammengezogen werden, wenn 
sie in einem beliebig kleinem Stückchen des komplexen Ge- 


11 


bietes X = x+iw, Y = y-+iy' gleichmässig convergiert, wenn 
also die Reihe 


Kati, y+Hy)Hr +, yt+y)+R@ +, y+Hiy)+--- 


für nicht verschwindende Werte von «' und y' gleichmässig con- 
vergiert.“ 


2. „Die Reihe 
KW) N) HR Y) +: 


kann in eine einzige Potenzreihe zusammengezogen werden, wenn 
sie endlich bleibt, falls man in allen einzelnen Potenzreihen f;(x, y) 
alle Glieder durch ihre absoluten Beträge ersetzt.“ 

Das Kriterium 1. ist ein bekannter Satz aus der gewöhnli- 
chen Funktionentheorie. Den zweiten Satz hat Weierstrass in 
seinen Vorlesungen über analytische Funktionen aufgestellt und 
bewiesen. Er fasst ihn dort noch etwas allgemeiner: 

„Ist die Summe von unendlich vielen Gruppen, wobei jede 
Gruppe wieder aus unendlich vielen positiven Grössen besteht, 
endlich, so kann man diese Gruppen auflösen und neue Gruppen 
bilden. Die Summe dieser neuen Gruppen ist endlich und gleich 
der Summe der ursprünglichen Gruppen.* 

Wir wollen das Kriterium 2. auf unsere Reihe (3) anwenden. 
Zu dem Ende stellen wir eine zweite Reihe auf, welche gliedweise 
grösser ist als die Reihe (3) und die den Anforderungen unseres 
Kriteriums 2. genügt. Diese Reihe lautet: 


u) =) ++ 2 ee elı een 


, 


wo M>A, M>A, M>B, ist. Man übersieht leicht, dass sie 


den angegebenen Bedingungen genügt; sie convergiert für |x| < zn 
ıy| =. Damit ist gezeigt, dass unsere Reihe (3) in eine einzige 
Potenzreihe verwandelt werden kann und zugleich unser zweiter 
Satz vollständig bewiesen. 

Unsere beiden für die Folge grundlegenden Sätze über das 
Verhältnis zwischen Potenzreihen und trigonometrischen Reihen 
finden sich meines Wissens zum ersten Male bei A. Harnack, „Die 


Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentiales“, Leipzig 
1887 (ohne Beweis). 
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82. Der analytische Charakter der Integrale von 
— 0 und Ju =, 0). 


Wie schon bemerkt wurde haben die Gleichungen des Schwarz- 
Picard’schen Näherungsverfahrens die Formen Ju =(0 und Au = 
f(x,y). Da wir dieses Verfahren im nächsten Kapitel anzuwenden 
haben, wird es zweckmäßig sein, die Behandlung der Gleichungen 
Ju = 0 und Ju = f(«,y) vorweg zu nehmen; ebenso soll $ 3 
dazu dienen, eine Häufung des Stoffes in $ 4 zu vermeiden. 

Die partielle Differentialgleichung 


N) 
soll für die Fläche eines Kreises, der mit dem Radius R um den 
Punkt x = 0, y = 0 in der XY-Ebene beschrieben ist, integrirt 


werden; es wird verlangt, dass die Integralfläche überall endlich 
und stetig ist. Diese Aufgabe wird gelöst durch die Reihe 


un) = d+R(T) -[p.lR)eosng +q,(R)sinng) 


von der jedes Glied die Potentialgleichung befriedigt. (Es ist 
natürlich = rcosgp, y = rsingp gesetzt). Aus der Theorie der 
trigonometrischen Reihen folgt für die Coefficienten 


1 27T 
PR) = z,: | iRn)ay 
0 


1 27U N 27T \ 
D (BR) = u(R,y)cosnydy, q,(Rh) = = u(R,y)sinnydy, 
0 0 

Setzen wir jetzt voraus, dass unsere stetige Integralfläche 
endliche und stetige erste und zweite Differentialquotienten nach 
x und y besitzt, so bekommt man durch zweimalige partielle In- 
tegration: 


od) 
2,(R) e- BE IR 2 cos mb di; 
27T 22 
la) en 2 en 2) sinn Ydv. 


0 


Durch Abschätzen dieser Integrale erhält man 


h h 
.Bd1l<5: IB <5 


ans £> on 
Op” 


max 
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ist. Wir wollen nun sehen wie % sich verhält, wenn R nach Null 
convergiert. Wir haben 


oulr,p) __ Ouow ou Oy 


OP din Ay 'ägp' 
2 = rap y —= rsino, 
a rsi _ "co 
#7. sin, a COS, 
oulr,p) _ ou). ou 
Mare = ‚| -5 sin p+ 47 cosp] 
und 
Gun on or gu N, OLE 
an Y be sin a roy Tr cos o 
| cosp >, sing 
ou 


Fr also auch Ah, verschwindet mit R. 


Betrachten Er eine analytische Funktion v(x,y) und ver- 
wandeln sie in eine trigonometrische Reihe 
v = a, +2 a,(r) cos np +b,(r) sinn(p), 
Bere — u, 2 ante, 
de ee Pe 
so nennen wir, um eine. kurze Bezeichnung zu haben, 
2,8) = [a]. Rrtja.. Bra RH +: 
den modificierten Coefficienten von cosngp in v und schreiben dies 
A,(R)-— Mod (. (e). 
Da B,(R) von A,(R) nur um einen constanten Faktor verschieden 
ist, so setzen wir der Einfachheit halber auch 
B,(R) = Mod (, (v). 


Wenden wir diese Bezeichnung auf die Potentialfunktion « 
an, so finden wir 


Mod 0, < 4, 


wo h unabhängig von % ist. 
Dass die Potentialfunktion eine analytische Funktion ist, geht 
unmittelbar aus der Form ihrer trigonometrischen Reihe hervor. 
Gehen wir jetzt zu der partiellen Differentialgleichung 


14 
du = f(&, y) 


über, wo f(x,%y) eine Potenzreihe in x und % bedeuten soll. Diese 
Gleichung soll so integrirt werden, dass «u auf der Peripherie des 
mit dem Radius R um den Punkt z2=0,y=0 in der XY- 
Ebene beschriebenen Kreises verschwindet und im Innern des 
Kreises endlich und stetig ist. (Soll « auf der Peripherie eine 
stetige Reihe von Randwerten annehmen, so hat man zu dem so- 
eben besprochenen Integral nur die Potentialfunktion hinzuzufügen, 
welche diese Randwerte besitzt). 

Wir suchen unsere Aufgabe wieder mittels einer trigonome- 
trischen Reihe zu lösen. Wir machen den Ansatz: 


u= «,(r)+ >32 a„(r) cosnp + ß,(r) sin ng. 
nl 


f(z,y) mag durch Einführung von x = rcosp, y = rsing über- 


d’a, 
dr 2 


gehen in 
a,() + 3a, (r) 60s1np +b,(r)sinng, 
nl 


G, 7 Ayn® onen de = ee rien, 
b, Fe B% "+ 0,8 BR + Da Be ol u 
Führen wir die Reihen für « und f in die Differentialgleichung 
ou. 104.1 04 
Au = f(a,y) resp. he Er 
ein, so ergiebt sich 


lde,, ,/d«, 
Yu Hear 17 


— f(rcosp,r sing) 


1 da, 


rar 


3 BB, 1Ldb, 
en) 008 np + (+ 4 nn Bu) sinng 


— Mr > Q, COS NP + b,sinng. 
n—l 
Nach dem Cantorschen Satze folgt: 


nl 


a0, „La 

ur 
Fa, 10 m, _. Cby1h_ wm, _ 
dr? in ee a Te aa 


Die Integrale dieser Gleichungen, welche für r = R verschwin- 
den und für r <_R endlich und stetig sind, lauten 


r (("a,rdr 
u = ' _ dr, 
IR 
0 — |” se dr — yet dr 4 — n ah ar, 
u, 0: Yin y” | 


zaat n n 1 NH N+ 
ah re fi fr ar). 
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Diese elegante Entwicklung verdanken wir Picard'). 
Wir übersehen sofort, dass «,, ß, die Form haben 


= 72 Nn+4 
Hr) a a rn rt, 
ER . n+2 + 
Be) = PH EN 
Die gesuchte Lösung % unserer Differentialgleichung ist demnach 


eine analytische Funktion in x und y. 
Um zu zeigen, dass die trigonometrische Reihe für u convergiert, 


bilden wir a (R)+B,(R). 
Nach dem Mittelwertsatze finden wir 
R r r Wi R 
re 5 — a [rn A Dr zu Be / RR dr + f Zus dr] 
0 0 


4A,(R).R’ 
h n? 


A,(R)< 


}) 
ebenso wird 


un = en 


Da 3 A,(R)+ D,(R) demnach convergent ist, gilt das Gleiche 
nl 


für die trigonometrische Reihe, die « darstellt. 
Wenden wir die Bezeichnung von Seite 11 an, so ergiebt sich 
4.Mod C,(f).1 RB 


Re 


Mod (©, (u) < 


$8. Hülfssätze über die sog. modificierten Coeffi- 
cienten. 

Wir wollen hier über die soeben eingeführten modificierten 
Coefficienten einige Sätze bringen, auf denen die Methoden des 
folgenden Paragraphen beruhen. 

Es. seien u(x,y), v(2,y) zwei beliebige analytische Funktionen 
von x und y; wir behaupten dann, dass 


Mod C,(u+v) = Mod C, (u) + Mod C,, (w) 


ist. Der Beweis dieses Satzes leuchtet unmittelbar ein aus den 
Reihen 


u= a,(r)+ >) a,(r) cosnp-+b, (r)sinnp, 
nl 

v= «,(r)+ S a„(r) cosnp + ß,(r) sinny, 
n=l 


1) E. Picard, lc, 
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“+0 = @(r)+a,[r)+ a (+, (R)eosnpH,(r+B,W)sinng 


und aus dem Begriffe des modificierten Coefficienten. 
Wir wollen jetzt das Produkt 


ur ya + Di y cos np + 0, sin np 
n=l 


bilden und erforschen, wie sich Mod C,(w.v) aus Mod C,(u) und 
Mod C,,(v) zusammensetzt, oder vielmehr eine Ungleichung für die 
drei Grössen suchen. Dabei soll vorausgesetzt werden, dass 


A, — Mod (,@)< 4, 4, = Modl,e)<& 


ist, wo A und % unabhängig von n sind. Diese Ungleichungen 
finden überall dort statt, wo endliche zweite Ableitungen nach & 
und y für w und v existieren, für die Potentialfunktion z.B. über- 
all auschliesslich des Randes, wenn nicht ausdrücklich festgesetzt 
ist, dass die Randfunktion endliche zweite Differentialquotienten 
zulässt. 

Durch eine leichte Rechnung erhalten wir 


(4) 2yu — 0, Tr tt a, 
LU FrOn ud PO ARE EI 
T Ayrı & Tr Any ltr | 
Fr Ib, DI a5 b, Pu- Teart, d, ß,] 
+b, Part b, Pus tr 
d: Dası PB + Dura ß,+ u 


Wie man sieht hat auch y, die Form 
In ee Inn 2 r"+ Yntı,n = nt De 
Man erhält 


Mod C,(u.2) = T,(R) = || R'+ lan. Rt; 


wenn man die rechte Seite von (4) in die nach »", r""*,... fort- 
schreitende Potenzreihe bringt, für alle Coefficienten ihre absolu- 
ten Beträge einführt, r = R setzt und durch 2 dividiert. Nimmt 
man nun in (4) in allen einzelnen Gliedern alle Coefficien- 
ten positiv, setzt r — R und dividiert durch 2, so ist die so ent- 
stehende Reihe T',(R) grösser oder mindestens ebenso gross als 
TR): | 
n,@)=T,@®). 
Es ist aber 
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2I,(R) = 


und da 


ist, 


2r,(R) < ie (+ : 


ten er ee 2 
1 1 


A,A,+ Re Arsen A, ua a 
+ A, A,nıt A, a Arte, 
+ A A A,.A,+ En 
+B,B,,+B,B,,+ 
4 B, But B, BD 
-c B.., B, + Br.D, N 


Tan 


- A,_. A, an A, A, 


+ t .) 


ren pre) 


1 1 


1 


“ 1’(n—1)? a n-1)T° 


1 1 


tr) 


nen (ale) 


N 2 
+) + 


+2) + lan) +} 


m<H12+3[; Te: litt l 


hk 


Nun ist 


oder 
Mod C „(u v) << —— 


ER | n 2 n-1/] 1 2 n—1 
(5) = ae, 


E r Car) u an 


. 
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wo 
Mod C, (u) < #, Mod 0, (0) < 5 


ist. Damit haben wir die von uns gesuchte Beziehung. 


Kapitel I. Die Flächen von positiver und negativer con- 
stanter Gauss’scher Krümmung. 


$4 Formulierung des Problems. Das Schwarz- 
Picard’sche Näherungsverfahren. Methode der 
trigonometrischen Reihen. 


In seinen „Mathematischen Problemen“ !) schreibt Hilbert: 
„Ich bemerke, dass es beispielsweise Flächen von negativer con- 
stanter Gauss’scher Krümmung giebt, die durch stetige und fort- 
gesetzt differentiirbare, aber nicht analytische Funktionen darge- 
stellt werden, während wahrscheinlich jede Fläche von positiver 
constanter Gauss’scher Krümmung stets notwendig eine analyti- 
sche Fläche sein muss.“ An diese Bemerkung wollen wir hier 
anknüpfen. Während später nicht analytische Flächen von ne- 
gativer constanter Gauss’scher Krümmung wirklich hergestellt 
werden sollen, bringen wir zunächst den Beweis der zweiten Be- 
hauptung, dass sämmtliche Flächen von positiver constanter To- 
talkrümmung notwendig analytische Flächen sind. 

Die Bestimmung aller Flächen mit positiver constanter Gauss’- 
scher Krümmung hängt ab von der partiellen Differentialgleichung 
RR nn, 

Tan or 
Jeder Lösung dieser Gleichung entsprechen zwei Flächen von po- 
sitiver Totalkrümmung. Wenn wir zeigen, dass die Gleichung 
nur analytische Lösungen besitzen kann, so giebt es auch nur 
analytische Flächen von positiver constanter Totalkrümmung. 

Anstatt der Gleichung 


1) D. Hilbert, Mathematische Probleme, Vortrag, gehalten auf dem 
internationalen Mathematiker Kongress zu Paris 1900, Nachrichten der K. Ge- 
sellschaft der Wissenschaften zu Göttingen. Math.-phys. Klasse 1900. Heft 3, p. 37. 

2) Vergl. z.B. L. Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie. Auto- 
risirte deutsche Uebersetzung von Lukat. $ 265. 
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nebmen wir gleich die allgemeinere 
AUSB .(t), 


wo F' eine analytische Funktion von «# bedeutet, und zeigen, dass 
diese Gleichung nur analytischer Lösungen fähig ist. Eine Lösung 
können wir uns folgendermassen herstellen. Werden die Glei- 
chungen 


Au =U(,; 
Au, = F(u,), 
au — LDü,), 


Au, = Fu.) 
der Reihe nach so integrirt, dass die Integralflächen durch eine be- 
liebige, stetige und zweimal differentiirbare Raumkurve gehen, so ist 
hmw, — u 
eine Lösung der Differentialgleichung, falls die Projektion der 
Raumkurye auf die XY-Ebene ein einfach zusammenhängendes 
Gebiet von genügend kleinem Flächeninhalt darstellt. Führt man 


uU,—U — Vs 
U,—U, u; v, 
Un U 7 Un 


ein, so ergiebt sich das Gleichungssystem 


ie 
AV, — Pi 
Av, = F(W,+v)-F(u,), 


di, = Fu+o,+r.. +0.) - Fu tyt +03) 

und 
v—urv, ty re: 

als Lösung der Differentialgleichung. Dieses System ist insofern 
einfacher, als nur die erste Gleichung unter den durch die Raum- 
kurve bestimmten Randwerten zu integriren ist, v,,v,,... aber auf 
dem Rande verschwinden (d.h. die Integralflächen v,,v,... durch 
_ die Projektion der Raumkurve auf die XY-Ebene gehen). 
Diesen Existenzbeweis hat Picard') gegeben. 


1) E. Picard, Memoire sur la theorie des &quations aux derivees partielles 
et la methode des approximations successives, Liouville’s Journal 1890. 
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Sein Annäherungsverfahren ist eine Verallgemeinerung des 
von H. A. Schwarz!) zur Integration der Gleichung 


IAu=ryay)u baYy)>O) 
benutzten Verfahrens. 

Wir werden jetzt zeigen, dass die Schwarz-Picard’schen Lö- 
sungen von fu = Fu) analytische Funktionen sind. Greifen 
wir eine beliebige Lösung der Differentialgleichung, die nur 
endlich und stetig sein und stetige und endliche erste und zweite 
Differentialguotienten besitzen soll, heraus. Wir beschreiben um 
den Punkt <= 0, y=0 in der XY-Ebene mit dem Radius R einen 
Kreis und konstruiren über ihn einen Kreisceylinder, der die Z-Achse 
zur Achse hat. Dieser schneidet aus unserer stetigen Integral-, 
fläche eine stetige Reihe von Randwerten aus. Die Verfügung 
über R behalten wir uns vor. Wir werden es später genügend 
klein wählen müssen um die Convergenz unseres Verfahrens zu 
erzielen. Die erste Gleichung des Systems 

Aue, 
—= F(u,), 
Fu, +9,)-F(u,), 


NA 
= 
III 


integrieren wir unter den vom Kreiscylinder ausgeschnittenen 
Randwerten, die übrigen Gleichungen aber der Reihe nach so, 
dass ihre Lösungen v,,v,... für 2+y? = R? verschwinden. Die 
Resultate mögen in trigonometrischer Form (£—=rcosp, y=rsingp) 
lauten: 


u = a () + Dal (r) cosnp-+ BL (r) sinnp, 
n=1 
0, = a (r)+ Da” (r) cosnp + B® (n) sin np, 
- ın=l : 
vo, = (r)+ > a (r) cosnp -+ Pf (r)sinng, 
n=1l 
Wir zeigen zunächst, dass alle «{”, ß{’ die analytische Form 


@ re) N (i) n-+2 () n+4 
&,, (r) — Oyn-r + &uro,n 7 + o&yıın- Y + . 0... ; 


2.10) Di yn @ “ 5 
Bo) = Bd. + BO. ne 


1) H.A. Schwarz, Ueber ein die Flächen kleinsten Flächeninhalts betreffen- 
des Problem der Variationsrechnung. Festschrift zuur 70. Geburtstage des Herrn 
Karl Weierstrass. — Acta societatis Fennicae; Gesammelte mathematische Ab- 
handlungen Bd. I p. 241. 
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besitzen. Dann bilden wir 
u=uHt®v, 7% ee 
TEN FE + -)coanp 
OHREN Ne 
Wenn wir beweisen können, dass jede der Reihen 
et HH (= 12,3...) 


von der jedes Glied eine Potenzreihe ist, sich in eine einzige Po- 
tenzreihe verwandeln lässt, so ist « nach dem zweiten Satze von 
p- 9 notwendig eine analytische Funktion, falls die Reihe für u 
convergent ist. 

u, ist Potentialfunktion, also auch analytische Funktion in x 
und y; da F'(w,) analytisch in «, ist, so ist es infolgedessen auch 
analytisch in x und y. 

Aus der Gleichung Av, = Ffu,) folgt, dass v, analytisch in 
x und y ist; dann ist auch (vw, +v,)— F'(u,) und nach der dritten 
Gleichung Av, = Fu, +v,)— I'(w,). v, analytisch in x und y u. s. w. 
Sämmtliche Funktionen «,, ®,, v,... sind also Potenzreihen in x 
und y; in den diesen Reihen entsprechenden trigonometrischen 
Reihen haben demnach die Coefficienten die analytische Form. 

Um zu zeigen, dass «'(r)+aX (r) + (r)+:-- sich in eine 
Potenzreihe verwandeln lässt, bilden wir 


APR) +AP(R)-HA®(R)+ = Mod (,(u,)+Mod (,(v,)+Mod(0,(@) + 
Ist diese Reihe endlich, so ist die Umwandlung möglich. Nun 
ist nach $ 2 p. 13 | | 

Mod lu)<n 
wo h die auf p. 12 angegebene Bedeutung hat; es ist unabhängig 
von n und verschwindet mit R. 


Wir wollen annehmen, dass F(w) eine in u beständig conver- 
gente Reihe ist, d.h. für alle Werte von w convergiert; dies ist 


2 -_—_ der Fall. Später werden wir uns von 


‚dieser Beschränkung frei machen. 


z.B. für F{u) = 


Es sei nun 
Fu) = c+4u+ en tour 
Nach den Entwicklungen des $ 3 haben wir 
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20° 20°7° 
Mod CO. (Pu »<islel, +le le tlal. . 


+ .. , 
Mod &, (F(u,)) — | Co | En - ; le, | ar | 6 201) au le] .(20N)’+ ıc,|.(20R)’+- .]. 


Die Reihe rechter Hand ist nach dem oben gesagten für jeden be- 
liebigen Wert von 20% convergent; demnach ist 


Mod C,(Fuw))<|«|+ el 


wo CO und C©’ endliche positive Grössen sind; h ist von n unab- 
hängig; es verschwindet mit R. Ebenso ist ©’ von n unabhängig ; 
mit verschwindendem R geht es in die von n und R unabhängige 
Constante |c, über. C hängt von n und R ab, aber mit verschwin- 
dendem R sowohl als mit über alle Grenzen wachsendem n geht 
es in die von n und R unabhängige Constante |c,| über. Da wir 
Av, = F(u,) haben, so ergiebt sich nach $ 2 p. 15, dass 


Mod CE.) < 4.Mod C, z (u,)). BR’ 


also 


Mod 0, (0) = 


ist. Ä 
Gehen wir zur Gleichung Iv, = F(u, + v,)—- F(u,) über. Es ist 
F(u +) = + cl + 2v,)+ (u, +%,)’ + c,(u, + v,)+ 
F(u,) = 64044 +o.W. 1 +64 + 
“also 
Fu +v)-Flu) = %.[4 +6 (20, + 9)+ 0, dw + 3u,0%,+%)+:.]. 
Bilden wir 
v,.F’w,+v,) = v,.[e + 20,(u, + v,) + 8e,(u, +0, ++], 
so sehen wir sofort, dass 
Mod O,(Ff{u, +v,)—- F(u,)) < Mod (©, (v,. F'(u, + v,)) 


ist. F’ bedeutet den Differentialquotienten von F nach «, +v»,. 
Nun ist aber 


Mod Gi (v, IN (u, + v,)) — | C, | .Mod Q, (v,) | 
+Mod(, (v,. 26% (M,+9)+30, (u tv) ++: ); 


h a 
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ModC,(2e (ut vH Bolt) <2l ro. ORT 
a. 

40R? 
Mod, out le]. 20(h+40R) 


a 120°. (h+40R’YP +:- ar 
also nach den Regeln des $ 3 


Mod Q, v,. [20,(u,+9,)+80,(u,+v,)’ + “) 


(Zlelt}, 
Mod C,(v,. F’'(u,+v,)) < e 


ne Be, 


Die Reihe rechter Hand ist convergent für jeden Wert von +40 R°. 
Sind C und R so gewählt, dass auch 


|| + +4CRY) {21 ]+--- } a 


Mod C(v,. Fut)< IH; 


ist, so kommt 


um so mehr ist 


Mod C.(Fiu, +0) - Flu)) < 


Da aber nach $ 2 
4.Mod C (Fu, +w)-Fiu,)).R’ 


Mod C,w) < Pr 
ist, so folgt : 
4. Sek I 
Mod 0,%,) < = ker, 


Mod 0, ) CET _ EL, 

Genau so verfahren wir Ki mit der Gleichung 

dv, = Fiu+v,+v)—-F(u+d,). 
Wir haben 
F(u +v,+v,)-F(u,-+v,) = 
v,.[+0,|%u, +v,)+ 0) 018, +v,’ +3 +9) rt] +...) 
v,.F'(u+v,+v) = dla +2c,(u, +9, + v,) +30, +9, + v4] 

Mod O,(w,. F’(u,+%,+ v,)) 

Se HR+AORY+ECRY) 21) +310,1- 20T + ACR) 


+(aCR’] + }] 
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und J | 
Mod CO, (,. F' (u +v, +v,)) < NE 


wenn wir gleich allgemein setzen: 

+2], R+aCRY)+AORY+AOR?)+--]+3]e,|[R+ACRY)+AORYP+LCRY’+---] 
+4le,|[k +4 CRY) + (4CR’P+ (CR ++ < 0. | 

(Die Convergenz der Reihe » +(4OR?) + (4CR?)’+.-: lässt Hk durch 


genügend kleines % immer erzielen. Da nun 


Mod CO, (Fu, +9,+v,)— F(u,+v,)) <ModO,(F'(u, +%, } v,)) 


ist, so haben wir 


GORY.C \ 
Mod 0,0) < 4. ———— 
Mod C,(v,) < Be | \ 
Auf gleiche Weise finden wir | \ | 
Mod C;w) = a \ 
und allgemein | \ 
RR RON) I > y 


Da aber 
Mod C,(w) = Mod (©, (u (u + Mod ©,(w) +Mod C,(v,)+- 
ist, so folgt 
Mod C, (u) a . ; [% + (4ER?) + (ACR’)’ +: -], 
oder 


Mod 0, <$. 


Die Reihe .der modineiäkten. CoaRenten 


A,(R)+A(R)+A,(R)+ 


resp. B,(R)+B,(R)+B,(R)+-- | = Mod(,(#)+Mod(,;(u)+Mod Ou)4 ns 


a 


n=1 N | 


ist nun ebenfalls convergent, um so mehr ist es auch die trigono- 
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metrische. Reihe für % 
u= a,(r)+ >> a&,(r) cosng + ß,(r) sin ng. 
nl 


Damit haben wir gezeigt, dass die Picard’schen Lösungen der 
Gleichung Ju = F(u) in der Umgebung des Punktes z= 0, y=0 
analytische Funktionen in x und y sind. Nehmen wir den Null- 
punkt an einer anderen Stelle an, so finden wir das gleiche Re- 
sultat; demnach sind die Schwarz-Picard’schen Lösungen von Au 
—= F(u) überall analytisch. 


85. Eindeutigkeit der Lösungen von Ju = Fu). 


Im letzten Paragraphen haben wir eine beliebige stetige Lö- 
sung der Differentialgleichung Au = F(w) zugrunde gelegt, die 
natürlich nicht durch das Picard’sche Verfahren gewonnen zu sein 
braucht. Alsdann haben wir um die Z-Achse einen Kreiseylinder 
‚mit dem Radius R construirt, der aus der stetigen Integralfläche 
eine stetige Reihe von Randwerten ausschnitt. Wir zeigten, 
dass die Schwarz -Picard’sche Lösung, welche diese Randwerte 
besitzt, eine analytische Funktion in x und y ist. Wir wol- 
len nun beweisen, . dass sich durch die vom Kreiscylinder R aus- 
geschnittene Raumkurve nur eine einzige Integralfläche der Glei- 
chung Su = F(u) legen lässt (nämlich die Schwarz-Picard’sche In- 
tegralfläche, die dann mit der zugrunde gelegten stetigen In- 
tegralfläche zusammenfällt), 

Um die Eindeutigkeit der Randwertaufgabe für Ju = Fu) 
darzuthun, ziehen wir die Methoden der Variationsrechnung her- 
an!). Wir suchen zunächst das Variationsproblem aufzustellen, 
dessen Lagrange’sche Gleichung Ju = Fu) wird. Dies bietet 
keine Schwierigkeit. Haben wir nämlich das über ein gegebenes 
Gebiet ® der XY-Ebene zu erstreckende Doppelintegral 


J = [Fu U,, U, 2, y) do 


1) Bisher ist die Eindeutigkeit der Randwertaufgabe nur für solche Glei- 
‚chungen Ju — F{u) gezeigt worden, wo F(u) stets positiv ist und mit wachsen- 
dem « immer wächst, also z.B. für Ju = e*, Ju = e“ + e”“. Vgl. Picard, 
'Liouville’s Journal 1890. Es ist nicht möglich, mittelst dieser speciellen Picard’- 
schen Methode die Eindeutigkeit der Randwertaufgabe für die in Betracht kom- 


mende Gleichung Ju — I a 


U 
darzuthun. 
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ou ou BR RL : 60 
= 5 4, = 5, zu einem Minimum zu machen, so ist die erste 
Bedingung für das Eintreten desselben, dass u der Lagrange’- 
schen Differentialgleichung 
(1) Lü)e 2, rt 2F m, Up Fu, %yy 
a Fu tat Fu Wwt Fuat Fuyt Fun en 


genügt. Man sieht leicht, dass das Variationsproblem 


| +22 N "du il " Fu) duldoe = Min 
0 0 


die Lagrange’sche partielle Differentialgleichung 
u.+u,—- Fu) = 0 
oder 
Au = Fu) 
liefert. 


Zuerst wollen wir jetzt zeigen, dass dieses Variationspro- 
blem, oder übersichtlicher, dass das Variationsproblem 


rw, %,,%,%,y)do = Min 


eine und nur eine Lösung hat. [F(w,, u, ‚u, &,y) bedeutet eine ana- 
Iytische Funktion in allen 5 Argumenten und ist natürlich nicht 
mit F(u) infu = F(u) zu verwechseln. Wir bedienen uns der 
neuen Methoden, die in jüngster Zeit von Hilbert!) in die Va- 
riationsrechnung eingeführt wurden. 


Neben dem Integral 
(2) iz [ F(u,, u, u, 2, y) do 


betrachten wir das Integral 


@) ” = [IF+W-NF,+(u-9)F]de, 
wo | 

__ OF(p, 4, %,Y) OF (2,9) 
A 


ist und fragen, wie p und g als Funktionen von x, y und u be- 
stimmt werden müssen, damit dieses Integral (3) unabhängig wird 
von der Wahl der durch die gegebene geschlossene Raumkurve 


F= F(p,qu,«,Y), 


1) Hilbert, Mathematische Probleme, pg. 39. 
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gelegten Integrationsfläche u, d.h. unabhängig wird von der Wahl 
von u als Funktion der Veränderlichen x und y. 


Das Integral (3) hat die Form 
Ja.u+B.u,-0)do 


Die Bedingung dafür, dass dieses Integral nur von der, geschlos- 
senen Raumkurve, in welche die Integrationsfläche eingespannt ist, 
und nicht von dieser selbst abhängt, ist 


CAmaBN Ol . 


dx Say A (07 
Nun ist 

AN—EEN,: 

B=aR 


gq) 


O=—=E#P.PF,t4:E, 
und wir haben 


0A op ög 
Er aaa Ft Eat Fa: 39 
oB op og 
oy = tat En öy’ 
or on 0qg 
= -F4p (P+ re + 7.5) 


HalEn+ RP, + Fu.) 
Addiert und ordnet man, so ergiebt sich 


op 0» öq 
ru ker ler 


| | zu 


5 ED: Ms Da HE 0. 


Dies ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung für 
p und q in den drei unabhängigen Veränderlichen x, y, «. Damit 
die Gleichungen 


u, = p(z, Y, u), u, = 1(%, y, u) 
mit einander vereinbar sind, ist erforderlich, dass 


(4b) 2, +0, = 4+24, 
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ıst. Aus dem simultanen System (4) lassen sich p und g als 
Funktionen der drei Veränderlichen x, y, w bestimmen. 

Die Gleichungen (1) und (4) stehen zueinander in engster Be- 
ziehung. Verschaffen wir uns nämlich eine einfache Schaar von 
Integralflächen der partiellen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung (1) und bilden dann die partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung 


(5) Wr (%, Y, u), U,.—en (X, Y, u), 


die diese Integralflächen ebenfalls als Lösungen haben, so ist 

p(x,y,u), q(x,y, «) stets ein Lösungssystem der simultanen par- 

tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (4). Ist umgekehrt 

p(z,y,u), q(&,y, u) ein Lösungssystem von (4), so sind sämmtliche 

Integrale der partiellen Differentialgleichungen (5) zugleich Inte- 

grale der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung (1). 
Ist J* unabhängig von der Integrationsfläche, so folgt 


9 fIrw0+W-nF,0,0+W-0F,(p,oldo— | Fu, u) da; 


Das Integral der rechten Seite ist erstreckt _ über die durch 
die EN ahlnasurs Raumkurve gehende Integralfläche u der Lagrange’- 
schen partiellen Differentialgleichung (1) (für diese ist jap = u, 
g = u,), das Integral der linken Seite hingegen über eine beliebige 
Fläche, die nur durch die geschlossene Raumkurve gehen muss. 


Damit N F(u,u,u)do zum Minimum wird, muss notwendig die 


Differenz 
(Fu, 1, %) do - [FG u,u)do = D 


grösser als Null sein: Unter. Benutzung der Gleichung (6) er- 
halte ich 


D = [ Fu u)de- we FD H+HW-DF,(n D+W-DF,(0,0]dn 


D = [Ein, | 


wo E die Weierstrass’sche E-Funktion 


E(u,, u,,P,9) = F (u,, u,)— F(p,0)— (m, =D) B,(B, (u g)F,(,9) 


bedeutet. Ist Z überall grösser als Null, so macht die Lösung 
u der Lagrange’schen uns das Doppelintegral sicher zum 
Minimum. Bi Rah wu. 
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Was bedeutet Z>0? Fassen wir F als Funktion von p 
und g allein auf und konstruieren die Fläche 


R= F(p,q) 


in ein rechtwinkliges Coordinatensystem mit den Achsen p,g, F, 
so besagt E>0, dass diese Fläche concav zur F-Achse liegen 
muss. Diese Bedingung wird aber einfacher ausgedrückt durch 
die Ungleichung 


Pa 1. >. 


Für unseren speciellen Fall, wo 


F = »+ 3-2 | au ["Fu)an 
0 0 


ist, ist die Ungleichung (4>0) immer erfüllt. 

Es ist nun sehr wichtig, die Integralfläche der Lagrange’schen 
Gleichung wirklich mit einem Felde p(x,y,u), q(2,y,u) zu um- 
geben; denn nur soweit dieses Feld reicht, ist J* von der Inte- 
grationsfläche unabhängig und besteht die Ungleichung E>0. 

Wir verschaffen uns eine einparametrige Schaar von Flächen 
u(x,y,t), die der Lagrange’schen Gleichung L (x) = 0 genügt und 
welche die zu umgebende Integralfläche u (x,y) als speciellen Fall 
t=0 enthält; wir machen den Ansatz 


(7) 7 u(&, y)+%, (@, y).t+u, (X, y).Ütu,(e, y).rter. 
Bilden wir 


p u, = u,(“,y)+u,(, y).t+u,@y).P-+--- 
g—u =u,Yy) tu, Y) tu, Yy).P-+-- 


und eliminieren i mittels der Gleichung (7) aus den beiden letzten 
Gleichungen, so haben wir das Feld, welches das Doppelintegral 
von der Integrationsfläche unabhängig macht, hergestellt. 

Um die Coefficienten der Reihe (7) zu bestimmen, setzen wir 
sie in die Lagrange’sche Gleichung ein und entwickeln nach dem 
Taylor’schen Satze: 


al) 


Latwtta 64) = Wet] 


1 ®L(u+ut+wt°+--) o 
Fl er 


Da nun } Sale SE, RS, 
‚Lu+wt+w®+.) ar 0 
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sein soll, müssen sämmtliche Coefficienten der rechten Seite ver- 
schwinden: 


Ale 


Die erste Gleichung ist von selbst erfüllt, da ja « Lösung der La- 
grange’schen Gleichung ist. Beachten wir nun, dass in unserem 
speciellen Falle (vgl. S. 26) 
L= u.+0,— F(w) 
ist, so erhalten wir 
dl OL du, oL du, ,9L du 


N Dad Nano de‘ 
dL du, , du, 6F du 


Ta are no 
und 
dL oF 
ak, a 
es ist also 
OF 
BT ae 
Ebenso wird 
or Imo.E 
I To a 
OF eo L. of 
MT Ta ara 
ör rt ®r: BE Eh 1:08 
uhr Te re 


i 1 
1 &®F n—2 
Fat at. a Ma Uni mi 
all iin; : 1 2 ı% 
ya — 
1 nor ne 
UrTE ou* R 5 a 
hp Le EZ We 
1.0 Ro) 
Eee 
Ylzyla. m-ı = 4. 
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Aus diesen Differentialgleichungen haben wir u, %,, ü,, ... 80 

zu bestimmen, dass die Reihe 
uw ütuttu,+ul®+--- 
convergiert; da sie nach 2 aufzulösen ist, muss ausserdem «, + 0 
sein. Die Gleichung 
du= Ba 
1 0% | 1 | 

muss also wenigstens ein nirgendwo verschwindendes Integral be- 
sitzen; es ist dies die Jacobi’sche Differentialgleichung , dieselbe, 
welche uns die Betrachtung der zweiten Variation liefern würde. 
Es lässt sich nun zeigen, dass es (ausser «, = 0) überhaupt kein 
Integral dieser Gleichung geben kann, welches durch eine ge- 
schlossene Curve in der XY Ebene geht, falls die Curve Umfang 
und Inhalt nach genügend klein ist?). 

Die Convergenz der Reihe bietet einige Schwierigkeiten. Wir 


wollen die Gleichung Zu, = a so integrieren, dass für 


+ =Ru= a wird, wo o eine positive Zahl ist. Nach dem 


Schwarz-Picard’schen Verfahren bilden wir die Gleichungen 


Iu,, on 0, 
or 
Ivy; = au "m 
OF 
Iv,, 2 on w 


u, = Mıtrtattat 
Ya dan... sollen für 2+y?—= R’ verschwinden. Nach den Sätzen 
der Potentialtheorie haben wir 


%, S 


ı NR (1) G&n; ©, Y)d&dh,) 


Ze Fa N [fe@n %,y)dEdn; 
vnl<AR, 


—_— 


1) Vergl. Picard, traite dianalyee, Bd. ILy pg. a5 
2) @(&,n; %,y) bedeutet in der bekannten Bezeichnung die erste Greensche 
Funktion. der Potentialtheorie. 
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da das Doppelintegral mit dem Gebiete, über das es erstreckt 
ist, nach Null convergiert; A bedeutet eine positive Zahl, Aus » 


A - [ ECEM. „Ene&nz y) d&dn 


folgt ebenso 
[val<gAR.AR, 


[en l<gaR); 
weiter kommt 
%.1l<5@R), 
<a", 
; 


au l+l0 + loul+loult<ST+@R)+AR) + AR) +] | 


und umsomehr, wenn AR<]1 ist 
Dr 
MIST 


Wählen wir R so, dass AR <1 ist, so kommt 
ul<o. 
Die Bestimmungsgleichungen für ,, u,,%,,... haben die Form 


Ju, = a(®, y).u+b, (@, Y), (= 2, 8, 4, ): 


% 


Wir wollen sie sämmtlich so integrieren, dass die Integrale 
für 2’+y?—= R’ verschwinden. Das Schwarz-Picard’sche Verfahren 


liefert folgende Gleichungen 
NA,= b, (z, Y); 
dr, = U (x, Y) Un 
I, = 4 (, Y) Yan 
I, = 4 (7, Y) -Yz, 


u YUutVta Fdu Ft, Fr etle 


Nach den Sätzen der Potentialtheorie haben wir wieder 
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1 » 
= gr J SHE n- Cm m Ndkan, 
i 
=: | Je@mu.&n:6&n; =, ndsdn 
1 
ze a fo® nv). ni; © y) dödn, 


o 0 D . D D CE di 


S 
| 


und finden, wenn wir 
1d:(&, Y) mas = B, 
bezeichnen, durch Abschätzung 
|v,|<D;,(AR), 
|9.1< B.(aR), 
| . = u (AR), 
Ki 


AR—]), 


AR 
a er ER ne DE Afıez 


und umsomehr 


AR 
lu, I De. ke ıR ? 
oder durch geeignete Wahl von R 
Ne. 
Demnach erhalten wir 
4,|<o 
“ ku'karr Dr: 
| EuDh Di om max 
u <(5 a 
a ala) ® 


Um die Convergenz der Reihe |u,|2-+|u,|?”+|u,|t’-+--- zu zeigen, 
schlagen wir folgenden Weg ein. Da F(ü) in @% analytisch ist, 
so ist es immer möglich, eine positive Zahl ce genügend gross zu 


wählen, so dass | 
ET a aa ZU 
reelle) ri 


om 
ist. c sei ferner so gross, dass die Ungleichungen 


&F 
ou 


a. 
31 
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1 
ul < are" 


L.. 
|< ar ce, 
erfüllt sind. Nehmen wir nun an, dass alle Ungleichungen bis 
en 


(n—1)’ 


wo n beliebig ist, erfüllt sind und zeigen, dass daraus 
lu Pas 
N N 


folgt, so ist die Allgemeingültigkeit derselben für jedes n gezeigt. 
Führen wir die ersten n—1 Ungleichungen in die Gleichung 
für u, (8. 30) ein, so ergiebt sich 


le 


1 n— N 
Bean ba Dr 


ER N n 2 © ) 
BETRITT, ee C 
IR n I; 
Fz | Om Wlmereen) 
a 
DIETZ In \“ 
k k 
Es lässt sich zeigen, dass die mit =; 2. () multiplicierte 
Summe kleiner ist als 
m) 
n—k+1)’ 
da nun 
n 
nn 
nk =" 


ist, so folgt nach (8) 


1joF|rZI N a Re ISO 
ha Reel en om" 


ou? 

mithin ist 
1 N N 
[u,|< PL :: 


(-) le<1; 
C 
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Die Reihe 
al + ut +H 0,1 +, | +--- 


ist nun gliedweise kleiner als die Reihe 
En | 1 BT 
alt et gel. 


Da aber letztere für 
ct <1 


v/ 


(o kann beliebig klein angenommmen werden) convergent ist, so 
ist es sicher auch die Reihe 


“= u+uttuP ++. 
Durch Umkehrung gewinnen wir 


i=9® (2, Y, u), 
und 


I [u. (@, y)tU.(®, Y) THU (%, y) Mo cd B(x,y,u) 
= [%, (X, y) TU, 02 Y) .c+ U, (X, Y) en a — b(z,y,u) 


ist das Feld, dessen Existenz für einen endlichen Bereich um die 
Fläche u wir hiermit nachgewiesen haben. 

Vermittels des Schwarz-Picard’schen Verfahrens haben wir 
eine Lösung u der Gleichung /u = F(u) gefunden, die auf der 
Peripherie des mit dem Radius R um den Nullpunkt in der 
XY-Ebene beschriebenen Kreises eine beliebig gegebene, stetige, 
zweimal stetig differentirbare Reihe von Randwerten besitzt. Es 
soll gezeigt werden, dass dies die einzige derartige Lösung ist. An- 
genommen u sei ebenfalls eine Lösung der Gleichung /u = F (u) 
und habe dieselben Randwerte wie u. 

Wir haben « mit einem Felde 


v—utruntitu,P+nP®+- 


umgeben; verläuft « innerhalb dieses Feldes, so kann es das zur 
Gleichung u —= F(u) gehörige Variationsproblem nicht lösen, 
denn innerhalb des Feldes wird das Variationsproblem nur durch 
u gelöst. N 

Umgeben wir jetzt « mit einem Felde 


= u+tuti+ut+ußt.-, 


so kann innerhalb dieses Feldes nur » das Variationsproblem der 
Gleichung fu = F(u) lösen; nicht aber u. Zeigen wir nun, dass 
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die beiden Felder in einander fallen, so können « und « nicht 
von einander verschieden sein. 
Wir versuchen das Feld 


I uruitu,®+-- 


so zu bestimmen, dass es sich beliebig weit nach beiden Seiten 
der Fläche u erstreckt, dass also u—u positiv und negativ be- 
liebig gross wird und zwar für alle Werte von x und y, die der 
Ungleichung 


+ y = R: 
genügen. Für “,“%,,... haben wir die Bestimmungsgleichungen 
of 
Ju, == 3 U, 
OF eo 
a 


die unter beliebigen Randwerten zu integrieren sind’). Durch 
eine geeignete Wahl der Randwerte kann man es nun stets er- 
reichen, dass sämtliche “,,%,,... positiv sind und dass sie zwischen 
willkürlich gewählten oberen und unteren Grenzen liegen. Es sei 
MU, UyUy... <M 
ZU U U 


‚die Verfügung über m,M, u, M behalten wir uns vor. 
t sei zunächst positiv. Führen wir in 


u-u — ut+u,P+uÜ+:-- 
für %,,%,%,,... die unteren Grenzen ein, so haben wir 
u-u>m(+P+t+E+...) 
+ IH +++. .), 
und da wir <1 annehmen 


—  mi+ ut 
U we aa 


1) Für deu Convergenzbeweis der Reihe x = @-+ wit ugl? +ugt®+ -.. haben 
wir angenommen, dass %g,%g,... für &+y? — R? sämtlich verschwinden; der 
Beweis bietet keine weitere Schwierigkeit, wenn %g,%,,... auch entsprechende 
Randwerte besitzen. 
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Nähert sich £ der 1, so wird die untere Grenze für u— u, 
mithin auch a — u selbst beliebig gross. Nach der positiven Seite 
von « erstreckt sich also unser Feld beliebig weit. 

Es sei nun i negativ. Wir wollen zunächst erreichen, dass 
dann auch u—u negativ, w—u also positiv wird. Wenn wir 
nun in 


u-u = tut +ut'+---) 
(u, +u,®+uti+:--) 


' einführen, so müssen wir sehen, dass 


== — 


+ (u tut’ +u,t"-+--) 
— (u, tu, ti’ +u,t’+---) 


positiv wird; das zweite Glied muss also kleiner sein als das 
erste. Führen wir für u, w,, %,... die untere Grenze m, für 
Uy%y%y... die obere Grenze M ein, so ist die untere Grenze 
für uv—u 

+tm.A+t”+t"*+---) 

—t’M.A+" ++. -); 


ist diese positiv, so ist auch stets w«— u positiv. Für ?”<1 aber 
wird die untere Grenze 
mt' — Mt” 
1—t” 
oder 


t 
Richten wir m und M so ein, dass m > M ist, so ist immer 


(m — Mi) —— we 0 


a 


also auch u-u>0 und u„—-u<0. Nähert sich t' der 1, so wird 
die untere Grenze für u--u beliebig gross, also u— u auch negativ 
beliebig gross. “ 

Damit ist gezeigt, dass das Feld für « sich nach beiden Seiten 


beliebig weit um die Fläche erstreckt. Das Feld für « 
u — u+uttuß tut: 


ist aber dem Felde für u durchaus gleichartig, es hat vollkommen 
analoge Bestimmungs - Differentialgleichungen. Mithin erstreckt 
sich dieses Feld beliebig weit um u. Die beiden Felder fallen 
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also wirklich ineinander und unsere Randwertaufgabe ist ein- 
deutig. 

Das Resultat der beiden letzten Paragraphen ist demnach: 

„Sämmtliche Flächen von positiver constanter: 
Gauss’scher Krümmung sind notwendig analytische 
Flächen“, oder etwas allgemeiner: 

„Die Differentialgleichung 


du = F'(u), 


wo F analytisch in «u ist, ist nur analytischer Lö- 
sungen fähig“. 


$S6. Eine Methode zur Aufstellung von nicht- 
analytischen pseudosphärischen Flächen. 


Wie in der Flächentheorie gezeigt wird!) hängt die Bestim- 
mung aller Flächen negativer constanter Totalkrümmung ab von 
der Integration der Differentialgleichung 


Jeder Lösung u dieser Gleichung entspricht eine pseudosphärische 
Fläche und umgekehrt, jede pseudosphärische Fläche leitet sich 
aus einer Lösung “ der vorliegenden Differentialgleichung ab. 
Wenn wir zeigen, dass diese Differentialgleichung nicht-analytische 
Lösungen hat, so werden auch die zugehörigen pseudosphärischen 
Flächen nicht-analytisch. 

Wir setzen « in folgender Form an: 


uR,y) = oa) +). y+r@).yY’tn@).yt; 


u sei also in y analytisch. Die «, sind der Differentialgleichung 
gemäss zu bestimmen. Führen wir die Reihe in die Differential- 
gleichung ein, so ergiebt sich: 


dx, +9 dx, 


| de, 
dx dx y 


a 


00, 
da 


Ba 
2 1 2 3 
= (G+%Yy+%Y re) Rt Ytm,Y u) 
1 
tr mtraytRy re ten. 


1) Vergl. z.B. Bianchi, Differentialgeometrie p. 131. 
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Ordnet man auf der rechten Seite nach Potenzen von y, so 
erhält man durch Vergleichung der Üovefficienten beider Seiten 


dx, 


Ar Be EinT,, 
2. = = %,008%,; 
dt, 1 an 
> Full al x sinz,+22, cos], 
4. Zu — er 2 008%, — 62,2, sinz,+62%,c08%,] , 
dx, 1 
d- Da 1% sinz,— 12472,c0osx2,— 122; sin®, — 24x, x, sin, 


+24%,cos%,], 


und durch Integration von O bis & 


% 
= | sinade, 
0 
1 & 
= 57 I m wsande, 
0 


FRE er A, (+ 21 sin x, + 2%, cos z,) dx , 


Durch Abschätzen der Integrale findet man 


al<lel 


a1<21er, 


1 
I1<31e 


Die Reihe 
47: tn y+oYP’+tany°+ 
ist also für |x.y]<1 sicher convergent. Die Funktion x, ist 


willkürlich geblieben. 
Die Lösung u lege ich folgendermassen fest. Für x, nehme 


ich die Funktion 


40 


die Hilbert in seinen Vorlesungen als Beispiel einer stetigen, 
fortgesetzt differentiierbaren aber nicht-analytischen Funktion 
angegeben hat. Da 2,%,%,... für x = 0 verschwinden, geht % 
fr = 0 m&() = erüber; füry = 0 geht wübermar 
Auf der y-Achse ist also für unsere Funktion « der konstante 
Wert e, auf der x-Achse die nicht analytische Funktion &,(&) 
vorgeschrieben. 

Nun behaupte ich, unsere Fnnktion « ist überall nicht-analy- 
tisch. Wir wissen, dass in 


umntaytYtoyrh 


das Glied &, nicht - analytisch ist; die Coefficienten &,, 2,2, .. 
mögen nun nicht-analytisch oder analytisch sein, keinenfalls ist 
es möglich, » in eine Potenzreihe von x und y zu verwandeln, 
denn dazu ist unbedingt notwendig, dass alle Coefficienten der 
nach y entwickelten Potenzreihe analytische Funktionen in & 
sind. [Eine Potenzreihe zweier Veränderlichen lässt sich stets 
als Potenzreihe nach einer Veränderlichen entwickeln, während 
die Coefficienten Potenzreihen der zweiten Veränderlichen werden, 
und umgekehrt, eine Funktion von zwei Veränderlichen, die nach 
Potenzen der einen Veränderlichen fortschreitet, lässt sich dann 
und nur dann in eine Potenzreihe nach den beiden Veränderlichen 
verwandeln, wenn die Coefficienten der ersten Potenzreihe Potenz- 
reihen in der zweiten Veränderlichen’ sind]. 

Die Fläche u ist also in y analytisch, in x aber nicht-ana- 
lytisch. Dagegen ist die Fläche vermutlich fortgesetzt differen- 
tiierbar, da alle Coefficienten der Reihe es sind und letztere beim 
gliedweisen Differentiieren wahrscheinlich convergent bleibt. Man 
kann aber auch pseudosphärische Flächen herstellen, die nur eine 
beschränkte Anzahl Differentialquotienten zulassen oder gar nicht 
differentiierbar sind, z. B. wenn man für x, die Weierstrass’sche 
Funktion 


2 0<db<1,a>0, a=0l) 
AR“ a cosa" zz, a 


nımmt. 
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Kapitel II. Die allgemeinen elliptischen und hyperboli- 
schen Differentialgleichungen. 


$ 7. Die Differentialgleichung Ju = Ein dy 12,9). 


Von den Lösungen der Gleichung /u = F(u) haben wir nach- 
gewiesen, dass sie notwendig analytisch sind. Die Verallgemeine- 
rung auf den Fall 

Ju = F(u, x, y) 
bietet keine Schwierigkeiten. Wir haben hier eine Entwicklung 


Fu, x,y) = 0, y)re(®, Yy).U+ 0,(%, y).Wtol&y).W+--- 


Bei der Bildung der modificierten Coefficienten hat man die mo- 
difieierten Coefficienten der Potenzreihen c,(x,y) mit in Betracht 
zu ziehen, was keine Schwierigkeiten bietet. Die Schwarz-Picard’- 
schen Lösungen werden wieder analytisch. Auch die Eindeutigkeit 
der Randwertaufgabe wird genau so gezeigt wie in Kapitel II; 
das reguläre Variationsproblem ist 


/ k [+ +2 Hi "Fu, x, y) du] da dy. 
0 


Im übrigen bleibt der Beweis unverändert. Wir können mithin 
den Satz aussprechen. 
„Die Differentialgleichung Au —= F(u,x,y) ist nur analytischer 
Lösungen fähig.“ 
Die allgemeinste partielle Differentialgleichung des elliptischen 
Typus lautet 
Aw — El, u,u, X, Y). 


F soll eine analytische Funktion in allen 5 Argumenten bedeuten. 
Wir wollen sehen, ob auch alle Lösungen dieser Gleichung notwen- 
dig analytische Funktionen sind. 

Ist die Schwarz-Picard’sche Lösung analytisch? Das Glei- 
chungssystem lautet: 
Ba), 
Av, = Fun, un, , % %,Y) 
Av, Fu, + v,). 4 9), (u + 9), %, Y) — F (Urn, Uıyı Un, %, Y) 
Av, = Film tv to), + % +0), ® +0,+0,),%,%) 

u, 9) (“+ iu), (u, Us) L, Y); 


? 


? 


N a OF Fi ai 
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Die Betrachtung bleibt zunächst dieselbe wie auf S.19u.f£ Wie 
auf 8.21 haben wir auch hier 


Mod CO, (w,) < 2 ; 


dann aber tritt eine Aenderung ein. Wir müssen nämlich um 
eine obere Grenze für ModC,(v,) aufstellen zu können, auch 
Mod (,(“.) und Mod O,(u4,) kennen. Es sei 
A Denn > FIR cos np +49, sin np], 
nl 


wo die » und qg Constanten sind. Durch Differentiation ergiebt 
sich 


1 & 2 a 
U = dx u; > 3 R (7) x [DE a: Por ir Au Ex Iatı ] cos NY 
e Be. Dh nr In-ı 3 Gar | sin np! 2 
Aus 


1 27T 1 IT } 
P.xZ ah u,(R,y) cosny dv, q, = a u,(R; v) sin nd dy 
0 


7 
0 
haben wir auf S. 13 durch zweimalige partielle Integration 
h h h 
Ka „5 m<,; und Mod Cu) <= 


abgeleitet. Damit auch in der oberen Grenze für Mod C, (u1.) 


»’ im Nenner auftritt, müssen wir dreimal partiell integrieren. Wir 


IN ou(R re 
machen hier also ausdrücklich die Annahme, dass a existiert 


und überall endlich ist. Es wird 


2 
p--ın ji n w"(R,yd)sinnddı, q,= n = N "ur BR) cos na dab, 
0 0 


und durch Abschätzen 


2|w"R max 
a, [1 < 


2|w”(R, 9) |max . 


3 ) 


|2,|< 


wird h so gewählt, dass auch 
2|w” (Rp) |mix < h 
ist, so folgt 
h h 
I2.1< 1.1<5, 


und da 


nn nn m 
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1) 
Mod C,(u.) <3 5 [P +2 la I+ lau] 


ist 
Dh 
Mod O, (w,.) < SR 
Ebenso ist 
Dh 
Mod & (%,,) ER’ 
und für genügend kleines R(R < 5) auch 
Dh 
Mod (,(u,) < SB 


0° ? h ! F ö 
3 und damit Ah verschwinden aber mit R, wie wir von 8.13 


entnehmen können; be strebt daher für verschwindendes R ei- 


In 


ner endlichen Grenze zu. 
Es sei nun 
x h %k I 
F (u, Un: u,, %, Y) Sy zZ mm (z, Y) ! Hr 2 U,, - u,. 
Wk, 


Wir können wieder annehmen, dass diese Reihe für jeden endli- 
chen Wert von u, %,,, und uw convergiert. 
Dann wird nach den Sätzen des $ 3° 


Mod CO, (P’ (u, u, U 2,9) < C. 
An — Fu. Us %nd,Y) folgt nach S 2: 
40R’ 


Ral 


Mod C,(w,) < 


Gehen wir zur Gleichung 
Av, Te Fu, A v,),; (%, = Du) (%, Tr ü,), I, Y) Ri, F (u. Un Un %, Y) 


über. Um den modificierten Coefficienten der rechten Seite bilden 
zu können ist erforderlich, dass wir auch obere Grenzen für 
Mod C,(v,.), ModC,(v,,) haben. Wir gelangen hierzu auf folgendem 
Wege. Haben wir 


je} ” 
Av, = FiusUyuCY) = + 4 cosnp-+b,sin ng, 
n= 


je] . 
vo, =, +de,cosnp+P,sinng 
n=l 
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(o,,d,, &, ß, haben natürlich die analytische Form), so bilden wir 
hieraus v,, und v,, indem wir berücksichtigen, dass nach 8.14 


1 N z BE ei NH & N+1 
N = 1 — dr — N N art | ar ar 
R 
B.0) = ul [r N ai, De =" rar] 


Hieraus ergiebt sich dann durch Abschätzung, dass 


Mod C (0) < 


ist. Da auch 

Mod C, (v,,) < 
und für genügend kleines R auch 

dc 
ist, so können wir Mod C,(Zv,) und Mod(,(v,) bilden. Da die 
Rechnung von hier an principiell nichts Neues mehr bietet, soll 
sie nicht durchgeführt werden. Es wird 
st 


) 


(A0R): ony 


Mod C,(v,) < 


Mod C,(v,) < 


Wir sehen, dass für genügend kleines R die Reihe der modificier- 
ten Coefficienten und mithin auch Mod (©, (u) endlich ist. 

Da genau wie früher «,, ®,, %... die analytische Form der 
trigonometrischen Reihe besitzen, ist die Schwarz-Picard’sche Lö- 
sung der Gleichung /u = F'(us, u,, u, x, y) eine analytische Funk- 
tion in x und y. 

Bisher stimmen unsere Resultate für die allgemeine ellip- 
tische Differentialgleichung mit denen für den speciellen Fall 
Au = Fu) überein. Ist aber auch hier die Randwertaufgabe 
eindeutig? Nach den Methoden der Variationsrechnung können 
wir die Eindeutigkeit in der That nicht allgemein behaupten. 
Während die Differentialgleichung /u = F(u) immer ein Varia- 
tionsproblem besass, ist das bei /u = F(u,, %,, u, x, y) nicht mehr 
der Fall, wie man sofort bei Betrachtung der Lagrange'schen 
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Differentialgleichung 
L(u) = Dun, Ur 2D, u, Ugy At D, u H Wyy 


+ Du Un + Du u tyt Dat Buy Pu —a 
sieht. 
Die Weierstrass’sche Bedingung E>0 ist für reguläre Va- 
riationsprobleme überall erfüllt, wo das p, q Feld existiert. Um 


das p, g Feld wirklich herzustellen suchen wir eine einparame- 
trige Schaar u (x,y,t), die der Lagrange’schen Gleichung 


L(u) = Ju—F(u,,u,,u,%2,y) = 0 


genügt, und die die zu umgebende Integralfläche u(z,y) als Spe- 
cialfall, etwa # = 0, enthält. Wir setzen wieder an 


u(z, Yıt) ER u(, Y) “r u, y)t +u,(%, Y).E + vs 
bilden I“ 
p === Ux Er Urt UattUaÜ +: v2 
g=my— WytryituyP te 
und eliminieren ? aus den beiden letzten Gleichungen. #,%,,%,,... 
bestimmen sich aus 
Lu+ut+ut+-) = 0 


nach den Gleichungen 


OF of or 
Au, u Ya 1 

or of of 
Au, = a a 


1 (®F OF 3 


OU 


Damit wir aus der Reihe für u(x,y,t) t bestimmen können, muss 
wieder 


ar) 


sein. Die erste von den Bestimmungsgleichungen muss also we- 
nigstens ein Integral besitzen, das nirgendwo verschwindet; wir 
haben wieder das Jacobi'sche Kriterium. Wiederum giebt es (bei 
allen linearen Gleichungen, vgl. Picard, trait& p. 23) ausser Null 
überhaupt kein Integral, welches bei genügend kleinem Gebiete 
die XY-Ebene schneidet. 
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Der Convergenzbeweis für w(&,y,t) ist von dem entsprechen- 
den Beweise des Kapitels II principiell nicht verschieden; wir 
wollen ihn daher übergehen. Mittels desselben Schlusses wie im 
Kapitel II finden wir, dass auch hier die Randwertaufgabe ein- 
deutig ist. Wir können somit das Resultat aussprechen: 

„Sämmtliche elliptische Differentialgleichun- 
gen, die aus einem regulären Variationsprobleme 
entspringen, sind nur analytischer Lösungen fä- 
h 1 8. [4 


88 Der Charakter der Lösungen von 
A I Ur v) 
a ey 9) 


Im Capitel II haben wir gesehen, dass die ‚Differentalglei- 
chung 


auch nicht-analytische Lösungen besitzen kann. Wir wollen ver- 

suchen, die dort angegebene Methode zur Construktion solcher 

Lösungen auf die allgemeinste Gleichung des hyperbolischen Typus 
ou 


0x 0y 


— Fu Ua), 


wo F analytisch in allen 5 Argumenten sein soll, auszudehnen. 
‘Wir setzen « wieder als analytisch in y an 
uw) = oa) +2). y+RR)-y+t°°:- 
Führen wir diese Reihe in die Differentialgleichung ein, so er- 
giebt sich 
da dx, dx, 


a, I ee 
Dr2nee 


Em I’ (&02, X0y Ko, %, Y) Fr F, (Koax; ayy Koyyy KoOa, Poyy Play Klyy Kr y) :Y 
+ Fr, (Come, +, %pa; 22 0, Y) at 

Durch Vergleichung der beiden Seiten ergeben sich die Bestim- 

mungsgleichungen 
di, 
da 
de, 
dx 


—= Fa %ı0,%0,%,Y), 


= 4 HF ( ), 


Durch Integration und geeignete Abschätzung der Integrale wird 
sich auch die Reihe 


un) = tn ytRgP+e-: 


als convergent erweisen. [Man kann auch mittels des Schwarz- 
Picard’schen Verfahrens bei den hyperbolischen Differentialglei- 
chungen eine derartige Lösung erzielen]. 

Von hier ab verfahren wir genau so wie 8.39 u. ff. 

Die hyperbolischen Differentialgleichungen sind also in Bezug 
auf den analytischen Charakter ihrer Integrale von den ellipti- 
schen ganz wesentlich verschieden. Der innere Grund hierfür liegt 
darin, dass bei den elliptischen Gleichungen die Charakteristiken 
imaginär sind und die Integrale durch eine beliebige geschlossene 
Curve festgelegt werden. Bei den hyperbolischen Gleichungen 
sind die Charakteristiken reell, und die Eigenschaften der Funk- 
tionen wie z. B. die Stetigkeit und auch der analytische Charakter 
pflanzen sich den Charakteristiken entlang fort. 

Der Versuch mittels der für die hyperbolischen Gleichungen 
angewandten Methode auch für die elliptischen eine nicht-analyti- 
sche Lösung zu erzielen, muss notwendig misslingen. Nehmen 
wir als einfaches Beispiel die Potentialgleichung 


a zung 

02°? op? et 

und suchen diese durch eine Reihe, die in y analytisch ist, 
A Rt y+Re) + veRS ec 


zu integrieren. Führen wir die Reihe ein, so erhalten wir als 
Bedingungsgleichungen für die Cofficienten : 


d%, 
dx” = 
22.40. — 0, 
er +34, =, 


dic 


oder 


m. 1.dz, 
a Tage’ 
Ida 
Ta] da 
1 
HT Ada 
1 dr, 1 dx, 
EN a 
; 4.5 da? 5! da?’ 
De: 


Bei den hyperbolischen Gleichungen wurde aus dem von allen 
Bedingungen freien x, die übrigen Coefficienten &,, &,, 2, . . . be- 
stimmt. Hier sehen wir, dass die Funktionen «, und «, unbe- 
stimmt bleiben, finden aber gleichzeitig, dass sie einer Bedingung 
unterworfen sind; sie müssen nämlich fortgesetzt differentiirbar 
sein. Wir können leicht zeigen, dass sie sogar analytisch sein 
müssen. Da nämlich die Reihe für « convergieren soll, müssen 
die Coefficienten von %y°”", y”" absolut genommen resp. kleiner sein 


als c”, ec", wo c eine bestimmte positive, von n und y unabhän- 
gige Zahl ist, also 

1 dx, e> 1 u dx, = Err 

2n!| da” ' (2n+1)!| de” 


Genau dieselben Ungleichungen aber sind notwendige und hinrei- 
chende Bedingungen dafür, dass x, und x, sich als Potenzreihen 
darstellen lassen. 

(nr, an 5) — %, bestimmen in der That eine 

y—=V0 

Lösung der Potentialgleichung, auch nach der allgemeinen Charak- 
teristikentheorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, nur müssen die dort vorgeschriebenen Funktionen ana- 
lytische Funktionen sein. 
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Lebenslauf. 


Ich, Georg Lütkemeyer, wurde seboren am 27. März 1878 zu 
Wiedenbrück in Westf. als Sohn des Kaufmanns Johannes Lütke- 
meyer. Ich besuchte die Rektoratschule meiner Vaterstadt von 
Sexta bis Untersekunda, dann das Realgymnasium zu Mün- 
ster in Westfalen, das ich Ostern 1897 mit dem Zeugnis der 
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Universität Göttingen und widmete mich dem Studium der Mathe- 
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stand ich die Prüfung für das Lehramt an höheren Schulen vor 
der Königl. Wissenschaftlichen Prüfungs-Kommission zu Göttingen 
und war seit Anfang December 1901 Mitglied des Königl. päda- 
gsogischen Seminars zu Coesfeld i. Westf. 

Vorlesungen hörte ich bei folgenden Herren: 

in Göttingen: Ambronn, Baumann, Bohlmann, Ehlers, 
Hilbert, Klein, von Koenen, Liebisch, G@. E. Müller, 
Nernst, Peter, Rhumbler, Riecke, Schoenflies, Schur(f), 
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in Freiburg: Loewy, Lüroth, Oltmanns, Steinmann, 
Zehnder; 

in Berlin: Blasius, Frobenius, Fuchs(f), Krigar- 
Menzel, Planck, Warburg. 

Ihnen allen, insbesondere Herrn Professor Hilbert, schulde 
ich den grössten Dank, 


